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1 Вступ

У данiй роботi дослiдженно iснуючi методи паралельного розв’язання за-
дач лiнiйної алгебри та зроблено аналiз нових, перспективних напрямкiв
дослiдження у данiй сферi. Також автором запропонований новаторський
пiдхiд до розв’язання вказаних задач.

Лiнiйна алгебра є надзвичайно цiнним математичним iнструментом,
що знаходить застосування у таких роздiлах як фiзика, криптографiя,
обробка сигналiв, економiка, бiологiя, фармацевтика, дослiдження опера-
цiй та багатьох iнших. Лiнiйнi моделi всеможливих систем мають простий
опис. Володiння цим апаратом у сучасному свiтi є критичним для iнже-
нерiв, а прискорення обчислень може мати прямий економiчний ефект,
оскiльки перед сучасною iндустрiєю ставлять все бiльшi задачi, розв’язок
яких може займати десятки i сотнi днiв на комп’ютерах, вартiсть яких
обчислюється мiльйонами, то дослiдження програмних засобiв розпара-
лелення задач лiнiйної алгебри є актуальним напрямком.
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2 Аналiз методiв розпаралелювання обчислень
стосовно до лiнiйної алгебри

Сучаснi застосування лiнiйної алгебри вимагають виконання операцiй
над багатьма змiнними. Зростання розмiру задач вимагає розробки швид-
ших та дешевших шляхiв їх розв’язання, що зазвичай робиться через роз-
паралелювання обчислень. Спецiальнi програмнi бiблiотеки Basic Linear
Algebra Subprograms (BLAS) реалiзують поширенi операцiї над щiльними
векторами та матрицями. Швидкi обчислення у лiнiйнiй алгебрi грають
вирiшальну роль у багатьох наукових застосуваннях. Часто виробники
апаратних засобiв також надають оптимiзованi реалiзацiї BLAS для сво-
їх клiєнтiв.

2.1 Апаратний паралелiзм

Раннi спроби використання паралельного виконання були через Single
Instruction Multiple Data (SIMD) Паралелiзм. Цей пiдхiд викоритовує ве-
ктори даних у якостi операндiв та одночасно застосовує одну й ту саму
операцiю до кожного елементу вектора. Головним чинником, що обмежує
SIMD паралелiзм є пропускна здатнiсть пам’ятi.
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Рис. 1: Приклад SIMD архiтектури

Сучаснi суперскалярнi архiтектури реалiзовують багато рiвнiв пара-
лелiзму, у тому числi паралеьне киконання окремих iнструкцiї за допо-
могою конвеєра та векторизацiю арифметичних операцiй. Використання
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бiльш нiж одного арифметико-логiчного пристрою та невпорядкованого
виконання iнструкцiй (Out-of-order execution) збiльшує кiлькiсть команд,
що одночасно можуть бути виконанi. Часто розпаралелювання досягає-
ться через оптимiзацiї компiлятора та/або спецiального блоку процесо-
ра. У таких випадках програмiст може не бути знайомим з деталями
мiкроархiтектури процесора та не розпаралелювати код явно. Окремий
тип архiтектур процесора, що називається Very Long Instruction Word
(VLIW), вимагає явного вказування iнструкцiй, що мають бути виконанi
паралельно.

Multiple Instructions Multiple Data (MIMD) системи мають набiр неза-
лежних процесорiв, що можуть мати спiльний адресний простiр (системи
зi спiльною пам’яттю) або кожен свiй окремий (системи з розподiленою
пам’яттю). Кожен процесор розв’язує частину великої задачi, виконуючi
свiй власний набiр iнструкцiй. инхронiзацiя мiж процесорами реалiзовує-
ться або через м’ютекси у системах зi спiльною пам’яттю, або через обмiн
повiдомленнями через комп’ютерну мережу для систем з розподiленою
пам’яттю. Для систем з розподiленою пам’яттю цiна обмiну повiдомле-
ннями зазвичай набагато бiльша за цiну обчислень. Це призводить до
того, що розроблюються спецiальнi алгоритми, що уникають комунiка-
цiй (communication avoiding алгоритми).

Системи зi спiльною пам’яттю важко пiддаються масштабуванню.
Швидкiсть спiльної пам’ятi обмежує кiлькiсть процесорiв, що можуть її
ефективно використовувати. Пам’ять може бути реалiзована таким чи-
ном, що доступ до окремих її блокiв буде незалежним та одночасним.
Така пам’ять називається багатоканальною. Наприклад сопроцесори Intel
Xeon Phi мають 16-канальну пам’ять та 60 процесорiв.

Здатнiсть до масштабування систем з розподiленою пам’яттю зале-
жить вiд типу задач, що розв’язуються. Для задач, що не вимагають
синхронiзацiї у процесi обчислень (shared nothing задачi) масштабування
практично не обмежене. Для деяких задач може бути необхiдна передача
даних вiд кожного процесора до кожного на кожнiй iтерацiї алгоритму.
У цьому випадку латентнiсть та пропускна здатнiсть мережi грає вирi-
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шальну роль. У будь якому випадку одна iтерацiя алгоритму не може
бути виконана швидше, нiж буде передане щонайменше 1 повiдомлення
через мережу.
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Рис. 2: Моделi комп’ютерiв зi спiльною(a) та розподiленою(b) пам’яттю

Non-Uniform Memory Access(NUMA) системи використовують неявну
передачу повiдомлень для доступу до пам’ятi iншого процесора. Цей тип
архiтектур має бiльшу здатнiсть до масштабування нiж простi системи зi
спiльною пам’яттю, оскiльки для комунiкацiї можуть бути використанi
спецiальнi шивдкi шини з малою латентнiстю. Проте фiзичнi обмеження
не дозволяють з’єднувати так багато процесорiв, як у системах з розпо-
дiленою пам’яттю. Продуктивнiсть NUMA систем сильно залежить вiд
шаблонiв доступу до пам’яттi, оскiльки доступ до пам’яттi iншого про-
цесора має значно бiльшу латентнiсть.
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Рис. 3: Модель NUMA комп’ютера
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2.2 Програмний паралелiзм

У протилежнiсть до паралелiзму на апаратному рiвнi, програмний па-
ралелiзм досягається через реалiзацiю конкретних паралельних алгори-
тмiв. Було розроблено декiлько шаблонiв паралельного програмування.
Зазвичай при розробцi паралельних алгоритмiв має бути взята до уваги
апаратна архiтектура комп’ютера.

2.2.1 Fork-join паралелiзм

Iнший рiвень паралелiзму, Single Program Multiple Data (SPMD), став по-
пулярним для багатопроцесорних систем. Кожен процесор має свiй вла-
сний простiр виконання, проте виконує одну й ту саму програму. Кожен
процесор приймає власну частину вхiдних даних та обчислює частину
результату. Цей пiдхiд до розпаралелювання також вiдомий як fork-join
паралелiзм.

Fork-join шаблон проектування розбиває задачу на множину менших
та незалежних задач (fork-стадiя). Кожна мала задача далi розв’язується
паралельно окремим процесором, пiсля чого розв’язки маленьких зачад
збираються назад у одне цiле (join-стадiя).

A B C A B A B C D

A

B

C

A

B

A

B

C

D

fork fork forkjoin join join

begin

begin

end

end

Рис. 4: Приклад Fork-join потоку виконання

Fork та join стадiї є синхроними, тобто вони починають виконання
одночасно та жоден процесор не може перейти до виконання iнших задач
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поки кожен з процесорiв не виконає join стадiю. Код, що розпаралелює-
ться та послiдовний код не може бути виконаний незалежно. Це призво-
дить до значного погiршення продуктивностi у випадках, коли послiдов-
нi та паралельнi частини чередуються багато разiв та кожна паралельна
стадiя є не великою для ефективного виконання на великiй кiлькостi про-
цесорiв. Fork та join стадiї можуть мати векику вартiсть комунiкацiй у
системах з розподiленою пам’яттю, оскiльки даннi мусять бути кожен раз
переданi по мережi.

Fork-join паралелiзм широко використоується у таких бiблiотеках як
ScaLAPACK, паралельнi реалiзацiї BLAS та LAPACK. Алгоритм SUMMA
для загального множення матриць на комп’ютерах з розподiленою пам’я-
ттю, що використовується у ScaLAPACK для одного й того самого розмi-
ру матриць показує зничення продуктивностi коли кiлькiсть процесорiв,
а вiдповiдно i цiна комунiкацiй зростає.

Були розробленi кращi алгоритми, такi як CAPS[1], проте вони мо-
жуть мати суттєвi обмеження на кiлькiсть процесорiв або розмiр ма-
триць(Для CAPS розмiр матриць має бути 2N × 2N блокiв та кiлькiсть
процесорiв має бути 7i). Такi алгоритми не можна розглядати у якостi
загальних алгоритмiв для множення будь-яких матриць.

Ця модель розпаралелювання вимагає синхнонiзацiї перед комною
fork та join стадiєю. Над даними у рамках паралельного обчисленя мо-
жна виконувати лише один i той самий набiр iнструкцiй. Також для ба-
гатьох алгоритмiв iснують обмеження на кiлькiсть частин, на якi можна
розбити задачу. ScaLAPACK використовує блочно-циклiчне розподiлен-
ня матриць. Це вимагає, щоб кiлькiсть процесорiв було добутком 2 чисел
PM×PN . Вкрай бажано, щоб цi числа були якомога ближчi одне до одно-
го, оскiльки це значно впливає на продуктивнiсть.

2.2.2 Паралелiзм рiвня задач

Такi бiблiотеки як PLASMA[3] та FLAME[2] використовують паралелiзм
рiвня задач. Метод невпорядкованого виконання iнструкцiй (Out-of-order
execution) викоритовується для паралельного виконання незалежних ко-
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манд. Цей метод добре вiдомий та використовується у суперскалярних
процесорах для реалiзацiї паралелiзму рiвня iнструкцiй.

Матрицi роздiляються на блоки та операцiї над матрицями представ-
ляються як набiр операцiй над блоками. Кодна операцiя розглядається
як атомарна задача(Task). Кожна задача має свої вхiднi та вихiднi данi.
Обчислення складаються з двох стадiй:

1. Послiдовна побудова списку задач.

2. Невпорядковане паралельне виконання задач зi списку.

Деякi задачi можуть мати залежностi по даних мiж собою(так званi
Data Hazards). Цi залежностi обмежують кiлькiсть способiв виконання
задач. Розглядаються 3 типи залежностей по даних:

1. Read after write залежнiсть – Задача B використовує даннi у якостi
вхiдних, коли задача A використовує їх у якостi вихiдних.

2. Write after read dependency – Задача B використовує даннi у якостi
вихiдних, коли задача A використовує їх у якостi вхiдних.

3. Write after write dependency – Задачi A та B використовую однi й
тi самi даннi у якостi вихiдних.

Задача B була додана до списку пiзнiше нiж задача A. У кожному
з випадкiв виконання задачi B має початись лише пiсля фiв виконання
задачi A.

Задачi представляються у виглядi арiєнтовного ациклiчного графа(directed
acyclic graph, DAG). Кожна вершина представляє собою задачу. Ребрами
представленi залежностi по даних. Незадовiльненими називаються зале-
жностi, що виражають залежнiсть однiєї задачi вiд iшної, ще не виконаної
задачi. У кожен момент часу може бути багато задач без незадовiльнених
залежностей. Такi задачi можуть бути виконанi одночасно.

Перевагою такого медоту є те, що окремi незалежнi задачi пожуть
мiстити вiдмiннi операцiї над даними. Наприклад загальне блочне мно-
ження матриць вимагає 2 типи операцiй: множення та додавання блокiв
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матриць. Цi операцiї можуть не мати явних залежностей мiж собою, про-
те при використаннi fork-join паралелiзму виконуються послiдовно.

Також ефективнiсть DAG паралелiзму менше залежить вiд кiлькостi
процесорiв. Цей пiдхiд реалiзований у проектах FLAME та PLASMA.
Мета цих проектiв – сховати паралелiзм рiвня задач за iнтерфейсом, що
схожий з LAPACK. PLASMA нiколи не використовує DAG явно. Задачi
компактно зберiгаються у орiєнтованому списку. Новi задачi додаються
у кiнець списку. DAG планувальник проходить по списку з початку та
обирає незалежнi задачi для виконання.

Рис. 5: DAG для QR факторизацiї 4× 4 блочних матриць[5]

Останнi дослiдження доводять, що DAG паралелiзм може мати наба-
гато бiльшу продуктивнiсть нiж традицiйний fork-join пiдхiд[2, 3, 4, 5].

QUARK Проект – це спроба полегшити паралельне програмування
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з використанням паралелiзму рiвня задач, надаючi простий iнтерфейс
для побудови задач та залежностей по даних мiж ними та середовище
паралельного виконання задач.

Реалiзацiя блочних алгоритмiв з лiнiйної алгебри з використанням
QUARK паказує приблизно ту саму продуктивнiсть, що має PLASMA.
Оскiльки QUARK використовує явний паралелiзм, вiн може у деяких
випадках показувати бiльшу продуктивнiсть, нiж це робить PLASMA. У
PLASMA кожен виклик пiдпрограми є синхроним, тобто окремi пiдпро-
грами виконуються послiдовно. у QUARK можливе їх паралельне вико-
нання. Часто розв’язання системи лiнiйних рiвнянь Ax = b досягається
через LU факторизацiю та наступним розв’язанням методом Гауса.

LU = A,

y = L−1b,

x = U−1y

Розв’язок методом гауса можна починати не очiкуючи на завершення
LU факторизацiї. Використання QUARK без синхронiзацiї мiж фактори-
зацiєю i розв’язком методом Гауса може значно пришвидшити обчислення[4].

2.3 Мозайковi матрицi

Поширеним методом зберiгання матриць є по рядках та по стовпцях.
При використаннi блочних алгоритмiв iснують бiльш ефективнi шляхи
зберiгання матриць.

Використання класичних методiв зберiгання матриць по рядках у до-
статньо великих матрицях призводить дого, що елементи одного й того
самого блоку можуть опинитися у окремих рядках кешу та навiть у окре-
мих сторiнках пам’ятi. Проект PLASMA використовує так званi мозайко-
вi матрицi. Такi матрицi зберiгаються як послiдовнiсть блокiв матриць.
Кожен блок вже зберiгається по рядках або стовпцях. Це гарантує, що
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Рис. 6: Порiвняння синхронного та асинхронного виконання факторизацiї
Холецького та розв’язку методом Гауса у QUARK[4]

кожен блок буде займати безперервну дiлянку пам’ятi. Таким чином по-
лiпшується локальнiсть даних, зменшується кiлькiсть кеш- та TLB про-
махiв та полiпшується загальна продуктивнiсть обчислень[6].

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95
96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111
112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127
128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143
144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159
160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175
176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191
192 193 194 195 196 197 198 199 200 201 202 203 204 205 206 207
208 209 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223
224 225 226 227 228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 239
240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255

Рис. 7: Приклад класичного зберiгання матриць по рядках
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0 1 2 3 16 17 18 19 32 33 34 35 48 49 50 51
4 5 6 7 20 21 22 23 36 37 38 39 52 53 54 55
8 9 10 11 24 25 26 27 40 41 42 43 56 57 58 59
12 13 14 15 28 29 30 31 44 45 46 47 60 61 62 63
64 65 66 67 80 81 82 83 96 97 98 99 112 113 114 115
68 69 70 71 84 85 86 87 100 101 102 103 116 117 118 119
72 73 74 75 88 89 90 91 104 105 106 107 120 121 122 123
76 77 78 79 92 93 94 95 108 109 110 111 124 125 126 127
128 129 130 131 144 145 146 147 160 161 162 163 176 177 178 179
132 133 134 135 148 149 150 151 164 165 166 167 180 181 182 183
136 137 138 139 152 153 154 155 168 169 170 171 184 185 186 187
140 141 142 143 156 157 158 159 172 173 174 175 188 189 190 191
192 193 194 195 208 209 210 211 224 225 226 227 240 241 242 243
196 197 198 199 212 213 214 215 228 229 230 231 244 245 246 247
200 201 202 203 216 217 218 219 232 233 234 235 248 249 250 251
204 205 206 207 220 221 222 223 236 237 238 239 252 253 254 255

Рис. 8: Приклад мозайкової матрицi

2.4 Функцiональне програмування та паралелiзм да-

них

Функцiональне програмування, як пiдмножина декларативного програ-
мування, має багато перевах над iмперативним програмуванням. У фун-
кцiональному програмуваннi виконання програми представлено як обчи-
слення чистих функцiй. Чистими функцiями називаються такi функцiх,
що не мають побiчних ефектiв. Функцiї не можуть зберiгати у собi стану,
їх значення залежить лише вiд даних.

Багато функцiональних мов використовують виконання програм че-
рез лiниве виконання. Процес виконання програми полягає у тому, щоб
виразити значення функцiї через операцiї над iншими функцiями. Пiд
час виконання права частина вiдповiдної формули замiнюється прави-
ми частинами функцiй, що входять до неї. У процесi таких пiдстановок
будується орiєнтований граф, кожна вершина якого представляє собою
значення функцiї. Такий граф (directed acyclic graph, DAG) будується
доти, доки усi функцiї не розгорнуться у операцiї над константами.

Пiсля побудови DAG виконується так звана редукцiя графа. Вона по-
лягає у тому, що тi вершини графа, що представляють собою операцiї над
константами замiняються на результат операцiї над сими константами. У
процесi згортання ми отримуємо граф, що складається з однiєї вершини,
що є результатом обчисленя заданої функцiї.

Програми, що написанi у функцiональному стилi не зберiгають iн-
формацiю про порядок, у якому їхнi частини мають бути виконанi, тобто
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sqr x = x ∗ x
norm2 x y = sqr x + sqr y

(a) (b)

Рис. 9: Приклад програми мовою Haskell(a) та вiдповiдний до неї DAG(b)

norm2 3 4

sqr 3 sqr 4

3 4
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9 sqr 4
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9 16 25

Рис. 10: Приклад редукцiї графа

вони володiють неявним паралелiзмом.
Автоматичне розпаралелювання програм, що написанi у функцiональ-

ному стилi пiд час компiлювання та виконання є предметом багатьох на-
укових дослiджень [7, 8, 9, 10]. Якщо точний розмiр вхiдних даних не
вiдомий на час компiлювання, пiдчас виконання має бути побудований
DAG. Не зважаючi на те, що iснує багато методiв оптимiзацiї[7], побудова
та розпаралелювання DAG може вимагати багато пам’ятi та обчислень.
Застосовно до лiнiйної алгебри додаткове навантаження може бути змен-
шено ща рахунок збiльшення мiнiмального розмiру блоку, операцiї над
яким представляються однiєю вершиною DAG. Бiльшiсть блочних алго-
ритмiв лiнiйної алгебри мають просте представлення у функцiональному
стилi.

Функцiональне програмування також позбуває програмiста явного ке-
рування пам’ятю. Замiсть нього видiлення та звiльнення пам’яти переби-
рає на себе компiлятор або iнтерпритатор. Оскiльки у функцiональному
програмуваннi кожна операцiя створює новi даннi та жодна зi змiнних
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не може бути перезаписана, кiлькiсть залежностей по даних може бу-
ти зменшена, оскiльки єдиний тип залежностей, що виникає, це RAW
залежнiсть. Таким чином можливий обмiн кiлькостi пам’ятi, що викори-
стовується на кiлькiсть залежностей по даних. Цей обмiн добре вiдомий
розробникам суперскалярних процесорiв, де не зважаючi на залежностi
по даних деякi операцiї можливо виконувати одночасно, використовую-
чi так зване переiменування регiстрiв. Дослiдження показують, що така
оптимiзацiя здатна значно прискорити обчислення за рахунок збiльшен-
ня незалежних вершин у DAG.

Оскiльки кiлькiсть промiжних обчислень може бути суттєвою, може
знадобитись значна кiлькiсть додаткової пам’ятi для того, щоб їх зберi-
гати. Зазвичай данi, що не є кiнцевим результатом обчислень звiльняють
одразу пiсля того як вони не є у списку залежностей iнших даних. Це
призводить до того, що програми у функцiональному стилi можуть ви-
магати навiть менше пам’ятi, нiж ти, що написанi у iмперативному, маючi
при цьому менше залежностей по даних.

Також функцiональне програмування дозволяє уникнути синхронi-
зацiї мiж вiдмiнними операцiями, такими як декомпозицiя матрицi та
розв’язок системи лiнiйних рiвнянь методом Гауса. Ранiше було показа-
но, що така синхронiзацiя значно зменшує продуктивнiсть PLASMA. При
цьому функцiональне програмування не вимагає явного створення задач
та вказування залежностей по даних, як це зроблено у QUARK. Про-
грамiст може присвятити усю свою увагу опису алгоритму, дозволяючi
оточенню виконання будувати, розпаралелювати та обчислювати DAG.
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3 Висновки

У данiй роботi були розглянутi iснуючi методи розпаралелювання задач
лiнiйної алгебри, запропоновано новий пiдхiд, а саме модифiкацiя DAG
паралелiзму, при якому використовується не паралелiзм задач, а парале-
лiзм даних. Аргументовано наведенi переваги запропонованого пiдходу.
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