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Розглянуто різні типи алгоритмів пошуку оптимального шляху в графі за задачами алгоритму. Описано алгоритми пошуку оптимального шляху в графі які підходять для вирішення задачі пошуку оптимального шляху в графі мережі. Розглянуто компроміс час-пам’ять у таких алгоритмах. Обрано алгоритм, який є найбільш оптимальним з розглянутих алгоритмів для реалізації на базі технології CUDA.
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The article describes different types of algorithms for finding the optimal path in a graph for algorithm problems are considered. Described algorithms for finding the optimal path in the graph, which are suitable for solving the problem of finding the optimal path in the graph of the network. A compromise of time-memory in such algorithms is considered. An algorithm is chosen which is the most optimal from the considered algorithms for implementation on the basis of technology CUDA.
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Вступ
У роботі розглянуто різні типи алгоритмів пошуку оптимального шляху в графі за задачами. Наведено узагальнений алгоритм пошуку шляху та його недоліки. Описані алгоритми, які можуть вирішити проблему пошуку оптимального шляху в графі мережі. Наведено особливості алгоритмів пошуку оптимального шляху та описані їхні недоліки. Описано поняття компромісу час-пам’ять, та можливість його використання в подібних системах. У роботі обрано оптимальний алгоритм для реалізації його на базі технології CUDA.
1. Аналіз літературних джерел

В науковій роботі  [3] описано детально основні типи алгоритмів пошуку оптимального шляху та сфери їх застосування. Детально описаний евристичний алгоритм А* в інтернет ресурсі [1]. В науковій роботі [2] описано алгоритм ефективного використання пам’яті, який є похідним від компромісу час-пам’ять.

2. Мета роботи

Метою роботи є визначення особливостей та недоліків алгоритмів пошуку оптимального шляху в графі, визначення існуючих алгоритмів для вирішення задачі пошуку оптимального шляху в графі мережі, опис можливого пришвидшення обраного алгоритму у вигляді використання компромісу час-пам’ять, визначення оптимального алгоритму пошуку шляху для реалізації його на базі технології CUDA для вирішення проблеми пошуку оптимального шляху в графі мережі. 

3. Алгоритми пошуку шляху в графі

Граф – це сукупність об’єктів (точок) які зв’язані між собою.

Пошук шляху – це побудова найкоротшого або найоптимальнішого шляху, який являє собою сукупність точок, які лежать між початком та кінцем пошуку.

Поняття пошуку шляху тісно пов’язане з задачею про найкоротший шлях в теорії графів, яка полягає у пошуку шляху між двома вузлами графу, так, щоб сума ваг усіх ребер була найменшою ніж сума будь-якої іншої комбінації ребер між цими двома вузлами.
Задача про найкоротший шлях у графі поділяється на три типи:

•
найкоротший шлях з одного входу – всі найкоротші шляхи з заданої точки і до усіх інших точок;

•
найкоротший шлях з одним виходом – всі найкоротші шляхи з усіх вузлів до одного кінцевого вузла. Цей тип може бути зведений до пошуку найкоротшого шляху з одного входу;

•
найкоротший шлях для всіх пар – всі найкоротші шляхи між усіма парами вузлів.
Узагальнений алгоритм пошуку оптимального шляху полягає у визначенні ваг усіх пар сусідніх вузлів. На рис. 4.1. зображено граф з шістьма вершинами. В узагальненому алгоритмі ваги будуть рахуватися для усіх пар які з’єднані між собою, у випадку з графом який поданий на рис. 3.1 – це пари: 1-2, 1-5, 2-5, 2-3, 5-4, 3-4, 4-6. Після того як ваги для усіх пар визначені відбувається утворення комбінацій проходження маршруту від початкової до кінцевої точки. Далі усі ваги на утворених комбінаціях сумуються і знаходиться шлях, який має найменшу вагу між іншими.
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Рис. 3.1. Граф з шістьма вершинами

Узагальнений алгоритм пошуку шляху не є оптимальним рішенням. Зазвичай для різних типів задач використовуються різні алгоритми. Перелік алгоритмів подано в табл. 3.1.

Таблиця 3.1.

Перелік алгоритмів пошуку оптимального шляху в графі та задачі які вони вирішують
	Назва алгоритму
	Задачі алгоритму

	Дейкстри
	Один вхід

	Беллмана-Форда
	Один вхід. При тому ваги між вузлами можуть бути від’ємними

	А*
	Одна пара вузлів

	Флойда-Воршелла
	Усі пари вузлів

	Джонсона
	Усі пари вузлів. При тому ваги між вузлами можуть бути від’ємними

	Террі
	Одна пара вузлів

	Хвильовий
	Одна пара вузлів

	Данцига
	Усі пари вузлів


З таблиці зрозуміло що існує достатня кількість алгоритмів, які вирішують різні завдання. Більша частина алгоритмів оптимізовані для знаходження шляху між однією парою вузлів.

4. Визначення задачі алгоритму пошуку шляху

Враховуючи те, що робота орієнтована на вирішення проблеми швидкодії пошуку шляху в графі мережі, то задачею алгоритму може бути будь яка з вище наведених задач про найкоротший шлях у графі.

Мережа може бути достатньо великою, тому зберігати дані про ваги між усіма вузлами дуже затратно. В цьому випадку нам не підходять алгоритми, які обраховують шлях між усіма парами вузлів. Великий плюс таких алгоритмів в тому, що витрачаючи багато пам’яті ми отримуємо великий приріст до швидкодії, бо обрахунок найкоротшого шляху зводиться до вибору шляху з таблиці. В таких алгоритмах використовується підхід до вирішення задачі в якому більше використання пам'яті призводить до зростання швидкодії.

Тобто задачею оптимального алгоритму є задача пошуку найкоротшого шляху в графі з однією парою вузлів. Але зазвичай алгоритми, які вирішують цю задачу, є досить повільними, що значно зменшує потенційну швидкодію мережі, яка використовує цей алгоритм для прокладання маршруту пакету.

5. Компроміс час-пам’ять

Так як алгоритми, що вирішують задачу пошуку найкоротшого шляху в графі з однією парою вузлів є досить повільними, можна використати компроміс час-пам’ять, який говорить, що більше використання пам’яті призводить до зниження часу на виконання, і навпаки, більший час виконання призводить до зменшення використання пам’яті.

Цей компроміс можна використати і при розв’язанні задачі про пошук оптимального шляху в графі мережі. Так як структура мережі зазвичай ієрархічна, то до кожного шлюзу в мережі можуть підключатися як 1 так і 100 користувачів. У випадку, коли до шлюзу підключено мала кількість користувачів, то дані про маршрут до користувачів може зберігатися на одному з вузлів. Відповідно, не потрібно при кожному звертанні знову обраховувати маршрут до кожного користувача.

У випадку з великими мережами – дані про маршрути до користувачів можуть займати дуже багато пам’яті, що робить перерахунок шляху оптимальнішим рішенням ніж його збереження.
6. Опис алгоритму пошуку шляху: Алгоритм Террі

У зв’язаному графі завжди можна знайти такий маршрут, що зв’язує дві задані вершини v та u, якщо, виходячи з вершини v і здійснюючи послідовний перехід від кожної досягнутої вершини до суміжної з нею, керуватися такими правилами: 

1) йдучи по довільному ребру, кожний раз відмічати напрямок, в якому воно було пройдене;

2) виходячи з деякої вершини v1, завжди рухатися тільки по тому ребру, яке не було пройдене або було пройдене у зворотному напрямку;

3) для кожної вершини v1, відмінної від v, відмічати те ребро, яке першим заходить у v1, якщо вершина v1, зустрічається вперше;

4) виходячи з деякої вершини v1, відмінної від v, по першому ребру, яке заходить у v1, рухатися лише тоді, коли немає інших можливостей.

На рис. 6.1 зображено приклад знаходження оптимального шляху між вершинами v1 та v5. На рис. 6.1.а зображено початковий стан графу, на рис. 6.1.б зображено ваги між усіма пройденими вершинами після виконаного алгоритму Террі.
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Рис. 6.1. Приклад роботи алгоритму Террі

На рис. 6.1.б пронумеровані штриховими дугами зображено схему руху по графі (v1, v2, v1, v3, v4, v3, v5). Спочатку відбувся перехід з точки v1 до v2 (дуга 1). Так як точка v2 не є кінцевою точкою ми продовжуємо рух. З точки v2 можна попасти лише у точку v1, відповідно повертаємося у точку та видаляємо точку v2 з найкоротшого шляху, бо вона є тупиком. Після того, як із вершини v1 зайшли у вершину v3 (дуга 3), внаслідок руху лише в одну сторону (правило 4) не можна повернутися у v1, оскільки існують інші можливості, а (v1, v3) є першим ребром, що заходить у v3. Далі, після того, як із вершини v4 зайшли у вершину v3 (дуга 5), внаслідок правила 2 не можна рухатися до вершини v1, і, таким чином, залишається єдина можливість – рухатися до вершини v5. Таким чином, алгоритм Террі визначив оптимальних шлях за 6 переходів. Оптимальний шлях – v1, v3, v5.
Найгірший варіант для алгоритму Террі – це кінцева точка, яка стоїть проти напрямку руху алгоритму (рис. 6.1.б). В цьому випадку алгоритму потрібно пройти усі вершини, і аж після того шлях буде знайдено. Враховуючи це, алгоритм Террі не підходить для використання через свою швидкодію.

7. Опис алгоритму пошуку шляху: Хвильовий алгоритм

Основою хвильового алгоритму є обрахування ваг усіх суміжних вузлів та знаходження комбінації, яка має найменшу суму ваг.


Опис алгоритму: 

1. Позначаємо вершину v індексом 0, а вершини, що належать образу вершини v, – індексом 1. 

2. Якщо Fk(v) = ∅ або виконується k = n – 1 і u∉Fk(v), то вершина u є незв’язаною з v і робота алгоритму на цьому завершується. В іншому випадку перейти до пункту 3. 

3. Якщо u∉Fk(v), то переходимо до пункту 4. В іншому випадку існує шлях із v до u завдовжки k, причому цей шлях є мінімальним. Послідовність вершин v, u1, u2,…, uk–1, u, де uk–1 ∈ Fk–1(v) ∩ D -1(u), uk–2 ∈ Fk–2(v) ∩ D -1(uk–1), … u1 ∈ F1(v) ∩ D -1(u2), і є шуканим мінімальним шляхом з v у w. На цьому робота алгоритму завершується.

4. Позначаємо індексом k + 1 всі непозначені вершини, які належать образу множини вершин з індексом k. Множину вершин з індексом k + 1 позначаємо Fk+1(v). Збільшуємо індекс k на 1 і переходимо до пункту 2.

Наприклад, потрібно визначити оптимальний шлях з точки v1 в точку v6 у графі зображеному на рис. 7.1. Граф також представлено матрицею суміжності в табл. 7.1.

Таблиця 7.1
Матриця суміжності графу

	
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6

	v1
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	v2
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	v3
	0
	1
	0
	0
	0
	1

	v4
	0
	1
	0
	0
	1
	0

	v5
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	v6
	0
	0
	1
	0
	1
	0
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Рис. 7.1. Приклад виконання хвильового алгоритму

Згідно алгоритму знаходимо усі вузли зв’язані з v1: F1(v1) = { v4, v5 }. Потім усі вузли, зв’язані з v1, v4, v5: F2(v1) = D(F1(v1)) \ { v1, v4, v5} = { v2, v3 }; F3(v1) = D(F2(v1)) \ { v1, v2, v3, v4, v5 } = { v6 }. Отже на кроці 3 знайдено мінімальний шлях з точки v1 до точки v6.

Цей алгоритм має недолік в тому, що для знаходження оптимального шляху йому потрібно знаходити ваги усіх суміжних вузлів, що викликає проблему пам’яті або швидкодії у сучасних мережах. Для швидкої роботи алгоритму кожен вузол повинен знати про ваги його суміжних вузлів.

8. Опис алгоритму пошуку шляху: A*

Цей алгоритм належить до евристичних алгоритмів пошуку. Особливість алгоритму над іншими в тому, що він використовує допоміжну евристичну функцію, що скеровує напрям пошуку та скорочує його тривалість.

Алгоритм А* спершу відвідує ті вершини, які ймовірно ведуть до найкоротшого шляху до мети. Аби розпізнати такі вершини, кожній відомій вершині x співставляється значення f(x), яке дорівнює довжині найкоротшого шляху від початкової вершини до кінцевої, який пролягає через обрану вершину. Вершини з найменшим значенням f(x) обираються в першу чергу.

Опис алгоритму: 

1.
Визначити евристичну функцію до кінцевої точки з усіх суміжних точок;

2.
Перейти на суміжну точку з найменшою обрахованою евристичною функцією. Якщо точка є кінцевою – завершуємо роботу алгоритму. Якщо сусідні точки раніше вже відвідані, то повертаємося у попередню точку та йдемо по ще не відвіданих точках.

Цей алгоритм є найшвидшим серед усіма описаними алгоритмами у вирішення задачі пошуку оптимального шляху між двома вузлами. Найгірша швидкодія алгоритму – O(n*log(n)).

Недоліком цього алгоритму є те, що для евристичної функції потрібно використовувати відстань/затримку передачі до кінцевої точки, що унеможливує використання цього алгоритму у комп’ютерних мережах.

9. Вибір оптимального алгоритму пошуку шляху для реалізації на базі технології CUDA
Враховуючи наведені вище дані про алгоритми пошуку оптимального шляху між двома вузлами можна зробити висновок, що оптимальним варіантом буде використання хвильового алгоритму. 

Недолік хвильового алгоритму є незначним у порівнянні з недоліком алгоритму A* та алгоритму Террі, а саме, неможливість виконання евристичної фунції, та проходження усіх вузлів в найгіршому варіанті відповідно.

Використавши компроміс часу-пам’яті та розпаралелення операцій можна добитися хорошої швидкодії цього алгоритму.

Висновки
У роботі розглянуто різні типи алгоритмів пошуку оптимального шляху в графі за задачами. Наведено узагальнений алгоритм пошуку шляху та його недоліки. Описані алгоритми, які можуть вирішити проблему пошуку оптимального шляху в графі мережі. Наведено особливості алгоритмів пошуку оптимального шляху та описані їхні недоліки. Описано поняття компромісу час-пам’ять, та можливість його використання в подібних системах. У роботі обрано оптимальний алгоритм для реалізації його на базі технології CUDA.
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